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 الملخص

يقدم هذا البحث تعريفا لأهم النظريات في التحليل المركب وتسمي بنظرية البواقي والتي 
تمتلك العديد من التطبيقات والاستخدامات في حساب التكاملات على المسار لان 

تكاملات المسار، ومنه فيجب تحويل التكامل على نظرية البواقي لا نستطيع تطبيقها الا 
 حقيقي الي تكامل مركب لنستطيع الاستفادة من نظرية البواقي.ال

عدد على المنحنيات العديدة الاتصال و كذلك على نظرية البواقي يمكن تطبيقها 
التكامل المعتل على و يمكن تطبيقها أيضا  ، لانهائي من النقاط الشاذة المعزولة
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دوال مثلثية فان نظرية البواقي تكون مفيدة في حساب هذه  التكاملات التي على على 

الصورة 
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و التكامل المعتل على الصورة  ، )(
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)(,)(حيث )( xqxp   كثيرتي حدود حقيقية ليس بينهما عوامل مشتركة و

فيمكن حساب قيمة  التكامل بسهولة و ذلك بإجاد  ، ليس لها أصفار حقيقية xq)(أن 
و تكاملات الدوال متعددة  ، قيمة كوشي  الأساسية للتكامل باستخدام نظرية البواقي

استخدام نظرية البواقي يجب أن نختار منطقة تكون دالة التكامل بداخلها  القيم عند
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و كذلك تطبيق نظرية البواقي لحساب التكاملات الحقيقية التي تتضمن  ، وحيدة القيمة

,10الصورة على نقط تفرع و فروع قاطعة وتكون 
1

0
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و هذا التكامل  

أوصي بإكمال هذا البحث للوصول الى خاصة في دراسة دالة جاما.  ذو أهمية 
تطبيقات جديدة لهذه النظرية لأهميتها في مجالات الرياضيات والعلوم الاخرى، وكذلك 

 دراسة تطبيقاتها على الدوال الشبه تحليلية.
)نظرية البواقي، التكاملات الحقيقية المعتلة، المتغيرات المركبة،  الكلمات المفتاحية:

 متسللة لورانت( لكوشي،القيمة الأساسية 
 

 

Applications of the residue theorem to calculate some 

types of defective real integrals 
 

AML ALI 
1Department of Mathematics  ، Faculty of Education ، University of 

Zawia  ، Zawia ، Libya 

am.abdullah@zu.edu.ly 

Abstract 

A complex variable is a quantity that contains both a real part and 

an imaginary part. Complex analysis is an application of 

mathematics that analyses the features of functions of complex 

variables. Physics, engineering, and computer science are just a 

few of the scientific disciplines that benefit from complex analysis. 

In order to tackle issues that are challenging or impossible to 

resolve using only real variables, complex analysis is crucial.         

( Chanyu Xie ،2024) 
This research provides a definition of the most important theories 

in complex analysis, which is called the residue theory ،which has 

many applications and uses in calculating path integrals because 

the residue theory can only be applied to path integrals, and 

therefore the real integral must be converted to a complex integral 

so that we can benefit from the theory.  The residue theorem can 

be applied to many-connected curves as well as to an infinite 
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number of isolated anomalous points,  It can also be applied to the 

defective integral 




dxxf )(  ،  as it is called the Cauchy basis value ،

 provided that the limit is on the right side of the integer
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dxxfdxxf )(lim)(  .  As well as the irregular integrals 

involving trigonometric functions, the residue theory is useful in 

calculating these integrals in the form
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 , the defective integral is in the 

form 
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 where )(,)( xqxp  two real polynomials do not 

have common factors and )(xq  do not have real zeros. The value of 

the integral can be easily calculated by finding the basic Cauchy 

value of the integral using the residue theorem. And the integrals 

of multi-valued functions when using the residue theorem ، we 

must choose a region within which the integration function is 

single-valued ، and also apply the residue theorem to calculate real 

integrals that include bifurcation points and secant branches and 

are in the form 10,
1

0
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 ، and this integration is of 

special importance in studying a function Gamma.  I recommend 

completing this research to reach new applications of this theory 

due to its importance in the fields of mathematics and other 

sciences, as well as studying its applications to semi-analytical 

functions. 

Key words: The Residue Theorem, Defective real integrals, 

Complex variable,  Cauchy basis value,   Lorant's  Series. 
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 المقدمة
أهمية نظرا لتطبيقاتها الواسعة في  فروع الرياضياتيعتبر التحليل الرياضي من أكثر 

جميع فروع الرياضات  واستخداماته فيالحياة العملية. فالتحليل المركب بتطبيقاته 
التحليل الحقيقي فان حساب التكامل له نصيب كبير  وكما في، اة اليوميةوالحيوالفيزياء 
ية في التحليل المركب. عندما صعب حساب بعض أشكال التكاملات الحقيقية من الأهم

باستخدام التحليل الرياضي جاء دور التحليل المركب ليظهر أهميته في حساب 
ظهور العديد من النظريات التي تدرس تكامل  1840و في  سنة ، التكاملات المركبة 

لعل أهم نتيجة اسهمت في امكانية و  ، الدوال فيما كانت للدالة المكاملة  نقاط شاذة
 ىشكل متسلسلة متقاربة و تحديدا ظهور ما يسمعلى التعبير عن الدوال التحليلية 

هذا ما اسهم بشكل كبير بظهور ما يعرف بصيغة  ، تايلور و متسلسلة لورانت ةبمتسلسل
تكامل كوشي و تعميمها و الي جانب ذلك ظهور نظرية البواقي  على يد العالم كوشي 
التي تعد من أهم النظريات في التحليل المركب ثم الي النظرية الاساسية للبواقي و هي 

و في  ، من النتائج الهامة التي اسهمت في تعميق نظرية كوشي للتكامل المحدد
مضمونها قد حولت عملية حساب التكامل الي عملية حساب البواقي للدالة المكاملة عند 

الحقيقية الى تكاملات  رف على طريقة تحويل التكاملاتلتع  ، نقاطها الشاذة المعزولة

الصورةعلى البواقي لحساب التكاملات المعتلة  نظريةولتطبيق مركبة. 




dxxf )(

وجود النهاية. و التكامل المعتل  بشرط، التكامليسمى بالقيمة الاساسية لكوشي 
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)(,)(حيث )( xqxp  كثيرتي حدود حقيقية ليس بينهما عوامل مشتركة و

فيمكن حساب القيمة التي يقترب منها هذا التكامل  ، ليس لها أصفار حقيقيةxq)(أن 
بسهولة و ذلك بإيجاد قيمة كوشي الاساسية باستخدام نظرية البواقي. و كذلك التكاملات 

المعتلة المشتملة على دوال مثلثية 
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ايجاد  عنستطي

و أيضا استخدام نظرية البواقي في حساب   البواقي،قيمة التكامل باستخدام نظرية 
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,10التكاملات الحقيقية تتضمن نقط تفرع و فروع قاطعة 
1

0




 

adx
x

x a

و هذا  

دة و كذلك تكاملات تحتوي دوال متعد  ، التكامل له أهمية خاصة في دراسة دالة جاما
القيم و عند استخدام نظرية البواقي يجب أن نختار منطقة تكون دالة التكامل بداخلها و 

 حيدة القيمة.
 ريمان-كوشي-1

التحليل المركب عبارة عن معادلتين تفاضليتين  التفاضلية فيمعادلة كوشي ريمان 
 هذاو للتفاضل في مجموعات مفتوحة سميت باسم كوشي ريمان.  وتكون قابلة، جزئيين
من المعادلات ظهر لأول مرة في كتابات دالميرت و ربط العالم اويلر نظام  النظام

 (Ahlfors ،1979)التحليلي. المعادلات بالنظام 
للتكامل كوشي نظرية- 2 

و بالاتجاه الموجب  Cمنطقة بالمستوى المركب محاطة بمنحنى مغلق بسيط  Rلتكن 
و لتكن      yxivyxuzf ,,   دالة تحليلية في كل نقاطR   بضمنها المحيط

C  و لتكن zf  مستمرة فيR  عندئذ  0 dzzf
c

 (2023-)أمل علي.

 البواقي3-
و لكنها  0zتحليلية عند  fاذا لم تكن  fأنها نقطة شاذة لدالة ما  0zيقال للنقطة 

أنها  0z. و يقال للنقطة الشاذة 0zتكون تحليلية عند نقطة من نقاط أي جوار للنقطة 
تحليلية عند كل نقطة من  fتكون الدالة  0zمعزولة اذا كان يوجد جوار للنقطة 

 .0zنقاطه فيما عدا النقطة 
 ، cعلى المنحنى البسيط المغلق  zf)(نقطة شاذة معزولة للدالة التحليلية  0zلتكن 

و zf)(لدلك يسمى بواقي 0zعند zf)(ساسي من متسلسلة لورانت للدالة الجزء الا
يمكن كتابتها بالصورة   0,Re zzfs.(Qian Yang ،authors ،2023). 
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 مثلا 3-1
الدالة 

z
zf

1
)(  0يع النقط عدا النقطة فان هذه الدالة تحليلية عند جمz  و

 بالتالي فان هذه النقطة تكون نقطة شاذة معزولة لهذه الدالة.
بحيث  1r فانه يوجد عدد حقيقي موجب fنقطة شاذة معزولة للدالة  0zاذا كانت

100بحيث  zتحليلية عند كل نقطة  fتكون الدالة  rzz   في هذه النطاق
 تمثل الدالة بمتسلسلة  لورانت
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1b                                         يعطى بالتكامل الاتي
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 ، و اتجاهها الدوراني هو الاتجاه الموجب ، 0zأي كفاف مغلق بسيط حول  cحيث 
 0zعدا النقطة  cأو داخلية  cتحليلية عند كل نقطة من نقط  fبحيث تكون الدالة 

للعدد المركب 
1b ،  و هو معامل

0

1

zz 
يسمى باقي  ، (1في المفكوك ) 

(Residue للدالة )f  0عند النقطة الشاذة المعزولةz.(2004، )وليام ر.دريك 
 (The Residue Theorem) نظرية الباقي1 -3

تنتمي الى داخلية كفاف مغلق  ، عدد محدود فقط من النقط الشاذة fاذا كان للدالة 
 فان هذه النقط الشاذة لابد و أن تكون معزولة. cبسيط 

 (The principal part of a function) دالةالجزء الاساسي من  3-2
 فان الدالة يمكن تمثيلها بمتسلسلة لوران: ، 0zنقطة شاذة معزولة  fا اذا كان لدالة م
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100في نطاق ما  rzz   0مركزهzالجزء الذي يحوي القوى السالبة للمقدار .
0zz  ى بالجزء الاساسي  للدالة يسمf  0عندz باستخدام الجزء الاساسي من  .
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كانت فئة الحدود غير  المعزولة: اذادالة ما للتمييز بين ثلاث أنواع من النقاط الشاذة 
غير خالية و تحتوي على عدد  0zعند  fالصفرية في الجزء الأساسي من الدالة 

بحيث mفأنه يوجد عدد صحيح موجب   ، محدود من العناصر
0,0...21   mmm bbb 

 ( يكون على الصورة2أي أن المفكوك في المعادلة )
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100حيث  rzz 0الشاذة المعزولة  . في هذه الحالة تسمى النقطةz  قطبا من

و عندما يحتوي الجزء  ، تسمى قطبا بسيطا 1m.  أما القطب من درجة mالدرجة 
 0zفرية فان النقطةعددا لا نهائيا من الحدود الغير ص 0zعند  fالأساسي من دالة 

و قد توصل العالم بيكارد الى نتيجة هامة تنص على أنه  ، يقال لها نقطة شاذة أساسية
مع استثناء وحيد  ، في أي جوار لنقطة شاذة أساسية تأخذ الدالة كل قيمة محدودة

في الجزء  nbعددا لا نهائيا من المرات.  عندما تكون كل المعاملات  ، محتمل 
يقال  0zمساوية للصفر فان النقطة  0zعند نقطة شاذة معزولة  fالأساسي من دالة 

. في هذه الحالة تحوي متسلسلة لورانت القوى الغير fلها نقطة شاذة مزاله للدالة 
0zzسالبة فقط للعدد   .فإنها في هذه الحالة تكون متسلسلة القوى 

 تعريف: 3-3
راسب  0zعند النقطة الشاذة المعزولة  fفي سلسلة لورانت للتابع  1aيسمى العامل 

Re),(و يكتب  0zعند  fللتابع  01 zfsa . 
 مثال 3-3-1

zzezfللدالة  0zأوجد الباقي عند 

3

)(   و احسب قيمةdzze
z

z
4

3
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من متسللة تايلور نجد 
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 نظرية كوشي للبواقي 3-4

mkzkاذا كانت النقاط  ;  أقطاب للتابعf  و كانت قيمة الباقي للتابع عند كل
Re),(قطب هي  kzfs ن تكامل التابع فاf  بالنسبة الي المسارc  مغلق و بسيط
 قطب يعطى بالعلاقة: nيقع داخله 
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),(Re2.  (2016 ، )عهد عون 

 حساب قيم البواقي  3-5
azند ع zf)(لكي نحصل على متبقي الدالة    مفكوك على فانه يجب أن نحصل

azحول  zf)(لورانت للدالة   في الحالة التي تكون فيها .az   قطبا من الرتبة
k  1توجد قيمة بسيطة للعاملa العلاقة:تعطى ب 
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 مثال 3-5-1
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azاذا كانت   فانه يمكن ايجاد المتبقي أحيانا باستخدام   ، نقطة شاذة أساسية
 (2000 ، )موراى ر.شبيجلمفكوك المتسلسلات)تايلور و اورانت(. 

 مثال 3-5-2
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 ، iبدلا من  iو ذلك باستخدام قاعدة  لوبيتال. و بطريقة متماثلة أو بإحلال  
izنحصل على المتبقي عند 2. 

الشكل على حساب التكاملات المثلثية -4
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-التكاملات المعتلة على الصورة 5 
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)2()(lim)(  








R

R
R

dxxfdxxf 

التكامل المعتل على يطلق 




dxxf اسم القيمة الاساسية لكوشي للتكامل  )(

(Cauchy basis  value) 



 

 Volume 53 العدد

  1Partالمجلد 
  0202October اكتوبر

International Science and 

Technology Journal 

 ولية للعلوم والتقنيةالمجلة الد

 م 0202/  1/  30وتم نشرها على الموقع بتاريخ: م2024/ 12/ 3 تم استلام الورقة  بتاريخ:

 

 حقوق الطبع محفوظة 
 لعلوم والتقنية الدولية ل مجلةلل

 

Copyright © ISTJ   13 

 

بشرط وجود النهاية في الطرف الأيمن. فاذا كان التكامل متقارب فان قيمته هي القيمة 
 (1980، )سمير البشير حديد واخرون  الاساسية لكوشي. و على العكس.

 1-5 مثال

xxfعند  )(  0فان القيمة الاساسية للتكامل




xdx بينما التكامل غير متقارب

 (.1من المعادلة )
)()(دالة زوجية عندئذ  fلتكن xfxf   لكلxذا كانت القيمة الاساسية . ا

زوجية و  fباعتبار أن  ، لكوشي للتكامل موجودة عندئذ التكامل موجود

أن               
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( يؤدي الى وجود كل من النهايتين في المعادلة 2هكذا وجود النهاية في المعادلة )و 
 دالة زوجية. f( عندما 1)

dxالتكامل المعتل على الصورة  5-2
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dxالتكامل المعتل على الصورة 
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),()(حيث  )( xqxp  كثيرتي حدود حقيقية

جة ليست لها أي أصفار حقيقية. اذا كانت در  xq)(ليس بينهما عوامل مشتركة و أن 
)(xq  أكبر من درجة)(xp   .ويمكن على الاقل بدرجتين فان التكامل يكون تقاربي

بإجاد قيمة كوشي الاساسية  وذلك القيمة التي يقترب منها هذا التكامل بسهولة  حساب
 باستخدام نظرية البواقي.

 مثال1 -5-2
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امتداد المحور الحقيقي. و هذه الدالة لها أقطاب بسيطة عند النقطتين على 
iziz  فان النقط  2Rفيما عدا ذلك عندما  ، و هي دالة تحليلية 2,

في  نصف المستوى العلوي تنتمي الى داخلية المنطقة النصف دائرية  fالشاذة للدالة 
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 دوال مثلثيةعلى تكاملات معتلة مشتملة -5-3
 الصورتينعلى نظرية البواقي تكون مفيدة في حساب التكاملات التقاربية التي 
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 المكاملة دالة زوجية.
 نظرية-5-3-2

 بحيث أن: zخارج  قسمة كثيرتي حدود في  zF)(لتكن 
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الذي ينتمي الي داخلية  1zو داخليته فيما عدا عند القطب البسيط  2cالكفاف 
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القوس الدائري الأصغر من الكفاف المغلق  k  ، القوس الدائري الأكبر kث حي
;)2,1(الى  zو عندما تنتمي  ، 2,1kحيث kcالبسيط   kk  فان

11
)(









R

R

z

z
zf

aa

k ،  و حيث ان القوسk   جزء من الدائرة التي محيطها

R2       فانR
R

R
dzzf

a

k

k

2
1

)(







 ،  و عندما تنتميz  الي
)2,1(; kk                                             فان  

)5(0)(lim 



k

dzzf k
R 













11
)(

aa

k
z

z
zf 



 

 Volume 53 العدد

  1Partالمجلد 
  0202October اكتوبر

International Science and 

Technology Journal 

 ولية للعلوم والتقنيةالمجلة الد

 م 0202/  1/  30وتم نشرها على الموقع بتاريخ: م2024/ 12/ 3 تم استلام الورقة  بتاريخ:

 

 حقوق الطبع محفوظة 
 لعلوم والتقنية الدولية ل مجلةلل

 

Copyright © ISTJ   21 

 

و بالتالي فان 
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  ( و النتائج 4و  من المعادلة )
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 (2000 ، )موراي ر.شبيجل
 تكامل الدوال متعددة القيم-5-5

أن نأخذ في الحسبان  يجب، القيمعندما نتعامل مع تكاملات تحتوي على دوال متعددة 
 ، لدالة التكامل (branch cuts) و قواطع التفرع ، (branch points) نقط التفرع

و السبب في ذلك  ، (isolated singularitiesالى النقاط الشاذة المنعزلة) بالإضافة
أنه عند استخدام نظرية البواقي يجب أن نختار منطقة تكون دالة التكامل بداخلها وحيدة 

 القيمة.
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 نظرية-5-5-1
 و تحقق: zخارج قسمة كثيرتي حدود في   zF)(اذا كانت

1-)(zF  الجزء الحقيقي الموجب.على ليس لها أقطاب 
2-)(1 zFz a

 :فان ، عدد حقيقي aحيث  ، الي الصفر أو  zتنعدم عندما تؤول  
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 (2004، وليام ر.دريك) صفرية.و ذلك بأخذ المجموع على أقطاب الدالة الغير 
 الخلاصة

عند دراسة الدوال للمتغيرات المركبة فان نظرية البواقي تلعب دورا مهما للعديد من 
و منه فيجب تحويل  ، المسارعلى التطبيقات و الاستخدامات في حساب التكاملات 

البحث استخدمت تطبيق نظرية البواقي  هذال الحقيقي الى تكامل مركب. وفي التكام
 على التكاملات الحقيقية المعتلة.

دوال مثلثية فان نظرية البواقي تكون مفيدة في على و كذلك التكاملات المعتلة المشتملة 

التي على الصورة  هذه التكاملاتحساب 








xdx
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xdx
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,cos

)(

و  ، )(

تل على الصورة التكامل المع




dx
xq

xp

)(

)(,)(حيث )( xqxp   كثيرتي حدود حقيقية

فيمكن حساب قيمة   ، ليس لها أصفار حقيقية xq)(ليس بينهما عوامل مشتركة و أن 
 .التكامل بسهولة و ذلك بإيجاد قيمة كوشي  الأساسية للتكامل باستخدام نظرية البواقي

لها من نطاق واسع من الاستخدامات في  الاخرى، لما تكدلك لها العديد من التطبيقاو 
و غيرها من المجالات الاخرى. و بالتالي فان نظرية البواقي توفر  ءالفيزياء و الكيميا

أداة مفيدة لحل المشاكل المعقدة و التي قد تكون من الصعب التعامل معها باستخدام 
 الاساليب التقليدية. 
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 لتوصياتا
الي بعض تطبيقاتها في  وتطرقنافي ختام هذا البحث الذي درسنا فيه نظرية البواقي 

حساب التكاملات الحقيقية حيث تعتبر نظرية البواقي احدى أهم النظريات في التحليل 
أوصي بإكمال هذا البحث للوصول الى تطبيقات جديدة لهذه النظرية لأهميتها  المركب،

 الدوال الشبه تحليلية.على و كذلك تطبيقها  ية،الرياضفي المجالات 

 المراجع
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 (908-904. ص ص)6الأهلية.  الاصدار 
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